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Capitolo 1

Riepilogo: la Misura di
Lebesgue

27 settembre 2011
Giovanni Alberti

Indicheremo con £™ la misura di Lebesgue, definita sulla o-algebra M (in-
dicata anche con M"™ o con M(R™)) degli insiemi misurabili secondo Lebesgue
in R™. La misura del vuoto sara sempre 0, mentre quella dell’unione disgiun-
ta di una famiglia di insiemi (misurabili) sara la somma delle singole misure.
Ricordiamo che £ e M sono caratterizzati da:

e Se R=1, x I x --- x I,, con I, intervalli, allora R € M
o Nelle stesse ipotesi L™ (R) = L(I1) - L(I3) - - -+ - L(Ip,)
e £ € M <= Ve3dA aperto, C chiuso taliche CCECCe L(A\C)<e

e VA aperto, A é misurabile e la sua misura eguaglia 1’estremo superiore
di >, L(R;), dove {R; : 1 < i < k} varia sulle famiglie di rettangoli
n-dimensionali a due a due disgiunti contenuti in A

Ricordiamo che uno spazio topologico si dice N1 o a base locale numerabile
se ogni punto ammette un sistema fondamentale di intorni numerabile; si dira
N2 o a base numerabile se ammette una base numerabile.

Delle quattro proprieta enunciate, 'ultima segue dalle altre, a patto di ricor-
dare che R™ ha base numerabile. Infatti, ogni aperto ¢ scrivibile come unione
numerabile di rettangoli aventi centro in Q" e raggio razionale, in modo che
siano tutti disgiunti (benché non sia richiesto che debbano essere tutti aper-
ti!). Certamente é possibile ricoprire A con rettangoli di questo tipo, poiché
essi formano una base di R", senza la condizione che siano disgiunti. Dato che
questo é possibile, scelgo una tale famiglia in modo che sia numerabile. Suppo-
niamo che il primo rettangolo intersechi il secondo: l'intersezione sara ancora
un rettangolo. Ma questo fornisce un modo naturale di decomporre il secondo
in 2™ sottorettangoli, il primo dei quali é I'intersezione tra i due. Procedendo
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iterativamente si pud mostrare che questa costruzione porta alla decomposizione
richiesta. La g-additivita della misura mi permette di concludere.

Es 1.0.1 Insieme di Cantor: L’insieme di Cantor € costruito induttivamente a
partire da un compatto, togliendo a ogni passo un suo sottoinisieme aperto. Pitu
precisamente, chiamiamo Cy l'intervallo [0, 1], e dato C,, definiamo C,,; come
I'unione delle componenti connesse del precedente, ciascuna privata della terza
parte centrale. Chiameremo insieme di Cantor l'intersezione C di tutti i Cp,:
essendo intersezione di compatti é un compatto, e pertanto misurabile in quanto
chiuso. Per studiarne la misura determineremo quella del suo complementare
in Cy, il quale ha misura 1. Osserviamo che Cj \ C pud essere ottenuto come
unione disgiunta di intervalli aperti. Come si puo verificare facilmente, passando
da C, a C,41 si tolgono 2" intervalli, di misura % rispetto a quelli precedenti.

Dunque la misura di Cy \ Cp41 &
£
3

i=1
da cui o ronn X (2)n
e\ =3(3) = tm g =
n=1 3
e dunque £(C) = 0. Questo costituisce un esempio di insieme perfetto (i cui
punti sono tutti di accumulazione, cioé privo di punti isolati), pertanto pit che
numerabile, ma di misura nulla.

Oss 1.0.1 : Non ¢ detto che 'immagine tramite applicazione continua di un
misurabile sia nuovamente misurabile. Per costruire un controesempio, ricor-
diamo che la misura di Lebesgue L™ é completa, cioé sottoinsiemi di insiemi
trascurabili sono sempre misurabili. Un qualsiasi sottoinsieme non misurabile
rispetto a £! & perd misurabile rispetto a £? come sottoinsieme della retta y = 0
nel piano, essendo questa trascurabile. Se perd proietto il piano sulle ascisse,
I'immagine di un tale insieme & non misurabile per ipotesi.

Ricordiamo che una funzione da R™ in R™ sara detta misurabile se la contro-
immagine di ogni aperto ¢ misurabile, o se vale una qualsiasi altra condizione a
questa equivalente. Inoltre, &€ sempre possibile definire 'integrale di una funzione
a valori reali (estesi), purché non negativa.

Durante il corso viene adottata la convenzione per cui 0 - (+00) = 0: l'inte-
grale di una funzione nulla su un qualsiasi insieme, seppur di misura infinita, o
quello di una qualsiasi funzione, anche a valori infiniti, su un trascurabile, sara
0.

I teoremi di Beppo-Levi, Lebesgue, Fatou e simili sono richiamati dai corsi
precedenti.

Es 1.0.2 Funzione di Dirichlet: Nella teoria di Riemann la funzione indica-
trice dei razionali (funzione di Dirichlet) non ¢ integrabile, come visto nei corsi
precedenti. Tuttavia, essa assume il valore 0 ovunque all’infuori di Q, che ¢é
numerabile e pertanto trascurabile, ed é dunque integrabile secondo Lebesgue,
e l'integrale varra 0 su qualsiasi dominio.



Capitolo 2

Spazi LP e Spazi di Hilbert

2.1 Disuguaglianze Utili

28 settembre 2011
Giovanni Alberti

Vediamo ora alcune disuguaglianze che ricorrono spesso nella teoria degli
spazi LP.

2.1.1 Disugualianza di Jensen

Introdurremo ora una nota diseguaglianza utile nel seguito.

Thm 2.1.1 Disuguaglianza di Jensen: Si supponga E misurabile in R™, con

L"(E) = 1, e siano date una funzione sommabile f : E — I, I intervallo aperto,
e una ¢ : I — R convessa. Allora

w(/}gf)S[EsDOf (2.1)

Segue una dimostrazione parziale, prima di quella pit generale:

-: Supponiamo f =Y a;x g, semplice, con {E; };c; una partizione finita di
E tramite insiemi misurabili. Indicando con A; la misura di F;, la (2.1)) diventa:

® (Z Aﬂz‘) < Z i (a;) (2.2)

essendo ¢ o f semplice e costante su ciascun F;. Ma per ipotesi E misura 1, e
pertanto le \; hanno somma 1, in quanto rappresentano le misure degli elementi
di una sua partizione. Questo mostra che la diseguaglianza di Jensen, in questo
caso particolare, altro non ¢ che una riscrittura dell’ipotesi di convessita della
®.

Consideriamo ora il caso in cui f e ¢ siano limitate. In questo caso, esistera
(fn)nen una successione di funzioni semplici uniformemente convergente a f.

5
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Per uniforme convergenza la successione degli integrali delle f,, convergera a
quello di f, ma per ogni n varra ¢ (fE fn) < fE po fn. Ma ¢ & una funzione
convessa definita su un aperto di R, e dunque ¢ continua. Passando al limite da
ambo i membri dell’'ultima disuguaglianza si ottiene la tesi, per questo caso.

&

Argomentiamo a parte 'esistenza di una successione ( f,,) come quella richia-
mata in questa dimostrazione. Siano a, b rispettivamente gli estremi inferiore e
superiore della funzione f. Dato € > 0, esisterd un naturale n sufficientemente
grande da rendere § = "‘Ta pitt piccolo di €. Per ¢ che varia tra 0 ed n — 1,
chiamiamo E; la controimmagine di [a +id,a+ (i + 1)0) ed E,, quella del punto
b. Se poi indichiamo con «; il numero a + id, abbiamo la funzione semplice
Yo, @iXE; che dista, punto per punto, meno di ¢ da f.

Ecco la seconda prova, valida in generale sotto le ipotesi del teorema:

Chiamando per comodita ¢t = f g [, esistera c tale che, comunque

dato s € I valga ¢(s) > ¢(t) + c¢(s — t). L’esistenza di una tale costante puo
essere mostrata osservando che, data la convessita di ¢, esistono i limiti destro
e sinistro del suo rapporto incrementale in ogni punto dell’intervallo, e sara
sufficiente scegliere come ¢ un qualsiasi valore compreso tra questi nel punto ¢.
Varra allora:

Lwofz/E<¢<t>+c<f<x>—t))dx=¢<t>—ct+ct=so(t>=so(/Ef)
che ¢ la tesi. @

Trovare la disuguaglianza analoga per F di misura m arbritraria e
dimostrarla.

La disugualianza pud essere ricavata tramite un cambio di

variabile. Inoltre, nella dimostrazione qui esposta valeva t € [ per via del
fatto che, essendo E di misura 1, su tale dominio I'integrale di una funzione

(sommabile!) ¢ uguale alla sua media. @

Oss 2.1.2: L’ipotesi di sommabilita ¢ essenziale, e la disuguaglianza non vale
se si indebolisce tale condizione chiedendo solo 'integrabilita.

2.1.2 Disuguaglianza di Young

Def 2.1.1 : Dato p > 1 un numero reale, chiameremo suo coniugato il numero
q tale che:

4+ Z=1
p g

Diremo che il coniugato di 1 é oo, e viceversa.
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Thm 2.1.3 Disuguaglianza di Young: Dati p,q > 1 coniugati, a,b > 0, vale:
I X
ab< S+ = (2.3)
p q
-: Siano o := a?, 8 := b?. Allora la (2.3) diventa

1
arf3

Q=

<—+

=R
SRS

0, equivalentemente,

1 1
—loga+ —logB < log(g + é)
p q p q

Ma questa diseguaglianza & nota per via della concavita della funzione logaritmo,

e questo conclude la dimostrazione.

Def 2.1.2: Siano 1 < p < oo, E un insieme misurabile assegnato, f: £ — R

una funzione misurabile. Chiameremo | f|, := (Jlf@)[" d:z:)% la norma LP(FE).
Laddove F sia evidente dal contesto si parlera semplicemente di norma LP.

Si parla anche di norma L, e la si indica con || f]| ., intendendo I’estremo
superiore essenziale, definito come inf{c € [0,00] : |f(x)| < ¢ per q.o. x € E}.

Il motivo per cui abbiamo chiamato norme queste quantita & che, come
si vedra piu avanti, esse soddisfano in effetti le proprieta che definiscono le
norme, a condizione di restringerle a opportuni spazi di funzioni e di quozientarli
rispetto a opportune relazioni di equivalenza. Evidentemente queste quantita
non cambiano se la funzione f viene modificata su un insieme trascurabile, e
questo giustifica la definizione data di sup essenziale.

-: Mostrare che ||f||,, ¢ un minimo, cio¢ |f(x)| < ||f|l., per quasi

ogni x.

2.1.3 Disuguaglianza di Holder

Thm 2.1.4 Disuguaglianza di Hélder: Dati p,q > 1 coniugati, f,g: £ — R
positive allora

/E fa < 171, lall, (2.4)

Sfrutteremo la disuguaglianza di Young per il caso p,q # 1. Sia scelto
t € (0,00), allora

[io= [enGa < [ (U200 By s g
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cioe ¥t € (0,00) vale [, fg < %Hf”g + %Hgﬂg. Scelgo come valore particlare

g~ 1
t= (”?HZ) pﬂ, e ottengo esattamente la diseguaglianza desiderata.
p

Il caso p = 1 (e analogamente per p = oo0) deve essere trattato a parte,
poiché le ipotesi della diseguaglianza di Young lo escludono. Vale pero:

/E fg< /E flgle = llgllos /E £ = lgll Il

il che conclude.

&

E naturale, a questo punto, chiedersi in quali condizioni valga I'uguaglianza,
almeno nel caso in cui le due funzioni abbiano norma finita.

Mostrare che 'uguaglianza vale per funzioni a norma finita se e
soltanto se fP = c- g? quasi ovunque, per qualche ¢ € R.

La verifica che questa ipotesi garantisca 1'uguaglianza é banale.
Per mostrare I'altra implicazione, consideriamo la catena di diseguaglianze nella
dimostrazione di Holder, e scegliamo lo stesso t.

e faoica (422

Qui avevamo sfruttato la disuguaglianza di Young, che vale in virtu della con-
vessita del logaritmo. In Young abbiamo allora:

B
q
da cui, per le proprieta del logaritmo, a = 3, cioé a? = b?, che nella notazione

1 1
—loga+ ~log B = logg + log
p q p

usata in Holder diviene (tf)” = (t71g)” quasi ovunque.

2.1.4 Disuguaglianza di Minkowski

Thm 2.1.5: Comunque dati 1 <p < oo, f1, fo: F — R, vale

11+ fall, < A, + 120,

a patto che la quantita a sinistra sia finita.

/ ot folf =

E

:/|f1+f2|”*1\f1+f2|%/|f1+f2|f”*1<|f1|+|f2|>:
E E

- / o+ PR+ / A Bl 1A + R UAL + 1f],) =
E E
— I+ LI UAL + 50,
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dove ¢ ¢ il coniugato di p, e la maggiorazione marcata con & & un’applicazione di
quella triangolare, mentre il simbolo & contrassegna la diseguaglianza di Holder.

Occorre giustificare il passaggio ||| f1 +f2|p71 l, = lfitfo ||§71. Osserviamo che:
p—1 p-—1 p—1
— 1 = = = =
(p—1Da="—7 it

q p
da cui

I+ R, = (/Ef +f2|<”-q>Q)q - (/Em +f2|1’)q

D’altronde vale anche

5(p—-1) :
rrnlyt = ([ nr) = ([16+nr)

Si puo dunque concludere che || fi + f2|2 < || £ + f227 (IAll, + I £211,)

If1 + f 2||£_1 = 0, allora la disuguaglianza diviene banale; altrimenti semplifi-
yay
cando si ha la tesi. ()

Oss 2.1.6 : Esclusi i valori estremi p = 1 e p = oo, la disuguaglianza vale
anche se la norma della somma delle due funzioni é co. Nel primo caso, infatti,
la somma delle norme di f; ed f, € certamente non negativa, e dunque vale
lasserto. Supponiamo invece che || f1 + fal| , on sia finita: deve allora valere:

(fmenr) <
< </E(|f1+|le)p>plé
< (/E|f1p+/|fz”>p <
(o) () -

= Al + [/,
Dunque almeno una delle norme di f; ed fy € infinita, e vale 'uguaglianza
Ifi + fall, = lfall, + [ f2]l,,- In altre parola, se le norme di due funzioni sono

entrambe finite, allora lo é anche quella della loro somma.

2.2 Spazi I

L’aspetto interessante dell’oservazione precedente € che, se le norme di due fun-
zioni sono finite allora anche la loro somma gode della stessa proprieta. Grazie
a questo vale il seguente fondamentale risultato:

Prop 2.2.1: Fissati F, 1 < p < o0, lo spazio X delle funzioni f : £ +— R a

norma finita costituisce uno spazio vettoriale.
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L’insieme X ¢é naturalmente immerso in uno spazio vettoriale, cioé
quello formato da tutte le funzioni definite su E a valori in R esteso, pertanto
é sufficiente mostrare che € chiuso rispetto alle operazioni. Quanto appena
osservato permette di affermare che lo spazio é chiuso rispetto alla somma,
mentre ¢ facile mostrare che, comunque dati A € Re f € X si avra [|Af|, =

Al (171, < oo

Def 2.2.1: Per 1 < p < o0, lo spazio vettoriale finora indicato con X viene

detto spazio LP(FE), o anche soltanto L£P qualora l'insieme E sia chiaro dal
contesto.

In LP, se p < oo la funzione |||, fornisce una seminorma, in quanto:
o [AfI, =M IIfll, VAER, feX
o [fr + foll, < IA2ll, + I1f1l,

dove il secondo punto ¢é la diseguaglianza di Minkowski. Non si puo pero dire
che questa sia una norma: ricordando che lo 0 di £P ¢é la funzione identicamente
nulla, non é vero che questa sia 1'unica funzione a norma nulla.

Es 2.2.1: La gia nota funzione di Dirichlet rappresenta un esempio di funzione
non identicamente nulla e a norma 0.

Anche in £ sono soddisfatte le due proprieta sopra enunciate, ma allo stesso
modo la seminorma non é una norma. Per questo motivo é naturale introdurre
una relazione di equivalenza su LP che permetta di passare al quoziente preser-
vando le proprieta finora osservate e rendere la seminorma una norma vera e
propria.

Osserviamo che I'insieme delle funzioni f a norma | f[|, = 0 forma un sot-
tospazio vettoriale di £P. Avra dunque senso quozientare lo spazio rispetto ad
esso, cioé rispetto alla relazione di equivalenza ||z — y|| » = 0. Questo equivale a
chiedere che le due funzioni x ed y differiscano solo su di un insieme trascurabile.

Def 2.2.2 :

1. Se f1, fo € LP, daremo la relazione di equivalenza f; ~ fs se fi = f2 quasi
ovunque, o equivalentemente se la loro differenza ha norma nulla.

2. Indicheremo con L?(E), o sbrigativamente LP, lo spazio dato da LP(E)/ ~.

La seminorma di £P passa al quoziente tramite ~, e pertanto induce una
seminorma su LP. Per come abbiamo definito la relazione di equivalenza, pero, é
chiaro che 'unica classe a seminorma nulla ¢ quella della funzione identicamente
nulla, e pertanto quella che abbiamo ¢ una norma a tutti gli effetti.

Lo spazio che abbiamo costruito NON & uno spazio di funzioni, ma di classi
di funzioni. Avra pero senso parlare di integrale di un elemento di LP definen-
dolo come integrale di un suo qualsiasi rapresentante, in quanto funzioni che
differiscano su di un insieme trascurabile hanno lo stesso integrale.

Abbiamo dunque costruito lo spazio metrico LP, che, come vedremo, ¢ uno
spazio di Banach, in cui possono essere applicati tutti i risultati validi negli
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spazi metrici completi (ad esempio il teorema delle contrazioni). In effetti, la
completezza di LP é lo scopo dell’introduzione della misura di Lebesgue, dato
che la stessa costruzione, fatta pero con l'integrale di Riemann, non godrebbe di
questa proprieta. Esistono ad esempio successioni di funzioni continue Riemann
integrabili, convergenti in LP a funzioni illimitate. Esistono inoltre classi di fun-
zioni integrabili secondo Lebesgue che non ammettono rappresentanti integrabili
secondo Riemann.

Es 2.2.2: La classe della funzione 0 ammette un rappresentante non Riemann-
integrabile: la funzione di Dirichlet.

Osserviamo che la norma in L? ¢ indotta dal prodotto scalare dato da:

(filf2) = /Ef1 - fa

il quale, come si puo vedere, & ben definito sulle classi essendo definito come inte-
grale ed ¢ finito purché lo siano le norme di f; ed fs, grazie alla disuguaglianza
di Holder. Bilinearita e simmetria discendono dalle proprieta del prodotto e
dell’integrale.

In generale, per p # 2, la norma in LP non sara indotta da alcun prodotto
scalare, poiché non soddisfa 'identita del parallelogramma, espressa da

lor + vz ” + Jlor = wa|* = 2[|or|* + 2oz (2.5)

4 ottobre 2011
Giovanni Alberti

2.2.1 Completezza degli spazi L?

Ricordiamo ora un risultato noto dai precedenti corsi:

Prop 2.2.2: Sia (X, d) uno spazio metrico, (z,)nen una successione tale che

oo
Z (X, Tpy1) < 00
n=1

Allora la successione ¢ di Cauchy.

Se la serie delle distanze tra elementi consecutivi converge, allora la
successione delle somme ridotte é di Cauchy. Fissato € > 0, dunque, esistera
N € N tale che, per ogni n, m naturali maggiori di IV, si abbia

Z d(l‘k,$k+1) <e

k=n
Per disuguaglianza triangolare, pero, la distanza tra x,, e z,, non eccede questa

quantita, e, in ultima analisi, € minore di €. @



12 CAPITOLO 2. SPAZI L' E SPAZI DI HILBERT

Thm 2.2.3 Completezza di LP: Sia 1 < p < oo, F un sottoinsieme di R
misurabile. Allora lo spazio LP(FE) ¢ completo.

-: Assumiamo p < oo, e dimostriamo ’asserto per parti:

- Dimostriamo ’esistenza di una sottosuccessione (fn, )k, , che chiameremo
“rapida”’, con la proprieta che il suo k-esimo elemento disti in LP dal suc-
cessivo meno di 4. Poiché la successione ¢ di Cauchy, potremo scegliere
un certo naturale ng tale che || fn, — fn, ||p < 1peri,j > ng. In particolare,
per qualsiasi scelta di ny > ng, fp, distera da f,, meno di 1. Con la stessa
costruzione si pud definire ricorsivamente tutta la sottosuccessione. D’ora
in avanti indichero con fj i suoi elementi.

- Studiamo ora il comportamento dell’insieme A; dato da quegli x tali che
| fe+1(z) — fr(z)| sia maggiore o uguale a 2~ k. Elevando alla p la relazione
che caratterizza la sottosuccessione rapida, si ottiene:

4_kp2/|fk+1_fk|p2/ 2~ hp
E Ay

e da qui si conclude che la misura di A non eccede 2%,

- Definiamo ora I'insieme A come quello degli « appartenenti ad Ay frequen-
temente rispetto a k. Insiemisticamente questo ¢ dato da (;—; (Upe, Ak)-
Rispetto ad h, U;O:h ay, ¢ decrescente, e dunque la misura di A sara il li-
mite per h — oo delle misure di tali insiemi. Ma queste non eccedono
> psp, 27PF, che ¢ infinitesimo rispetto ad h essendo la coda di una serie
convergente. Dunque A ¢ trascurabile, cioé quasi ogni z ¢ definitivamente
fuori da Ayg.

BB rer quasi ogni x varra definitivamente |fri1(z) — fr(z)] < 27F, e cio
significa che é ben definita quasi ovunque la funzione

f@) = fo+ D (frar(z) = fr(x)

k=0

essendo somma di una serie assolutamente convergente. Per tutti gli x per
cui tale somma non é ben definita posso stabilire un valore arbitrario per
f(x), ad esempio 0. La k-esima somma parziale, d’altronde, non ¢& altro
che quello di fi(x). Dunque la sottosuccessione rapida é convergente quasi
ovunque. Questo non é sufficiente per la convergenza in LP, ma fornisce
un candidato punto limite per la successione.

- Comunque scelti k < &, per la disuguaglianza di Minkowski ho:

k'—1 |

1 fe = Furll, < D M fivr = fill, < D 47"
i=k ik

Passando al limite e applicando il lemma di Fatou posso concludere che
la norma LP di f; — f non eccede la somma di 4% su i > k. Cio significa
che la successione rapida converge a f in LP.
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Abbiamo mostrato che f,, ha f come punto limite, e dato che la successione
¢ di Cauchy questo implica che converge.

Per p = oo, la condizione che una successione (f,), oy sia di Cauchy ¢ che,
comunque dato € positivo esista un naturale N tale che per n,m > N sia
| fn(z) — fm(x)] < € per quasi ogni x. Abbiamo, dunque, per ciascuna coppia
(m,n), un insieme trascurabile fuori dal quale vale la proprieta che caratterizza
le successioni di Cauchy. Il nostro obiettivo € mostrare che possiamo scegliere un
insieme trascurabile fuori dal quale vale la proprieta richiesta indipendentemente
dalla scelta di n ed m.

Sia fissato un naturale k: esistera un N che soddisfi la condizione di Cauchy
in LP. Per ogni (n,m) posso definire A’(“mm) come l'insieme su cui |f,(z) —
fm(z)| = 4. Essendo tale insieme trascurabile, e I'insieme delle coppie (n,m)
numerabile, 'unione A* al variare di tali coppie sara ancora trascurabile. Fissato
k, dunque, esistera un naturale NV tale la condizione di Cauchy é soddisfatta da
N in poi quasi ovunque, ovvero fuori da un trascurabile che dipende solo da
k. Ma I'unione A degli A* & ancora trascurabile, dato che k varia sui naturali:
questo significa che, fuori da un insieme di misura nulla, la successione di funzioni
¢ di Cauchy rispetto alla norma uniforme, cioé converge uniformemente ad una
funzione limitata f. Estendendo f in modo arbitrario su A ottengo il limite L

di f,, e questo conclude. @

Era stato osservato che la stessa costruzione permette di definire gli spazi
LP tramite 'integrale di Riemann, ma questo non da luogo a spazi completi. Ci
chiediamo ora quale punto della dimostrazione appena fatta richiede 1'uso della
teoria di Lebesgue. Per successioni di funzioni integrabili positive, convergenti
a funzioni integrabili, la tesi del lemma di Fatou vale anche nella teoria di
Riemann, sebbene la dimostrazione sia pitt complessa. Nella teoria di Lebesgue
(e della misura in generale) il passaggio al limite preserva la misurabilita grazie
alla struttura di o-algebra di M, pertanto nelle ipotesi del lemma di Fatou
¢é sufficiente supporre la convergenza quasi ovunque senza imporre condizioni
aggiuntive di misurabilita del limite. Con Riemann questo non é vero, come
mostra I’esempio seguente.

Es 2.2.3: Se (gn)nen ¢ una numerazione dei razionali tra 0 e 1, e se f, ¢ la
somma delle indicatrici di g; fino ad n, f, converge puntualmente alla funzione di
Dirichlet, la quale perd non ¢ Riemann integrabile, come visto nell’esempio

2.2.2 Diversi tipi di convergenza e approssimazioni in LP

Nell’ambito degli spazi di funzioni misurabili abbiamo ora due distinte nozioni
di convergenza per successioni. Ne introduciamo ora una terza, per poi studiare
le implicazioni che sussistono tra i vari tipi.

Def 2.2.3: Diremo che una successione (f,)nen converge in misura ad una
fuzione f se per ogni € positivo la misura di {z : |f.(z) — f(z)| > ¢} tende a
Zero per n — oo.



14

CAPITOLO 2. SPAZI L' E SPAZI DI HILBERT

Prop 2.2.4:

fn — f q.0. su un domino di misura finita = f, — f in misura
fn— finLP con p < oo = f, — f in misura

fn — f in misura = 3f,,, = f q.o0.

fn— finLP conp <oco = 3fy, = f q.0.

(Teorema di Egorov) f, — f q.0. su F di misura finita = Ve > 0 A
tale che f,, — f uniformemente fuori da A, e A ha misura minore di ¢

I’enunciato del Teorema di Egorov ¢ falso se si omette 'ipotesi di finitezza
della misura di E

NOTA: a lezione questa dimostrazione ¢ stata lasciata per esercizio.

Sia fissato € > 0. Per ogni naturale k sia Ay = {z : |fi(x) — f(z)| > ¢}.
L’insieme A = (5~ (Usj, Ax) ¢ formato dagli  per i quali il valore di
fn dista frequentemente da quello di f piu di ¢, e dunque ha misura nulla
per ipotesi. D’altronde, (J;-, Aj ¢ decrescente in k, e dato che la misura
di E ¢ finita quella di A ¢ il limite di queste. Ma questo implica che anche
la misura di Ay ¢ infinitesima, e questo fornisce la tesi.

Per ogni ¢ positivo, sia A,, come nel punto precedente. Allora vale:

/Elfnfl”Z/Anlfnfl”z/A P = L(A)eP

n

P
cioé L(Ay) < <€||fn - pr) — 0, e questa ¢ la condizione per la conver-

genza in misura.

Abbiamo gia mostrato questo risultato nei punti 1-4 della dimostrazione
della completezza di LP.

Come nel caso precedente, 'idea sara quella di costruire una sottosucces-
sione rapida e mostrarne la convergenza quasi ovunque. Data la conver-
genza in misura, esistera una sottosuccessione (f,, Jnen con L£(A) < 278,
dove con Ay, indichiamo Dinsieme {z : |f,(z) — f(z)| = 27%}. Come pri-
ma definiamo A come 'insieme degli = appartenenti ad Ay frequentemente
in k, e analogamente al punto 3 della dimostrazione sopra menzionata la
misura si mostra che tale insieme ¢ trascurabile. Per « ¢ A siha f,, (z) —
f(z): tali @, infatti, soddisfano definitivamente |f,,, (v) — f(x)] < 27%, e
cioé la successione converge in tali punti.

Per dimostrare il Teorema di Egorov si fa uso di un risultato apparen-
temente pit debole: nelle ipotesi del teorema, per ogni § e per ogni €
positivi esistono un insieme A di misura minore di € e un naturale N tali
che |fn(x) — f(x)] < & per ogni x ¢ A e per ogni n > N. Per ogni n natu-
rale definisco A,, 'insieme degli  per cui |f,,(z) — f(z)| > J per qualche
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m > n. Dato che la successione converge quasi ovunque, l'intersezione
di tutti questi Ay ha misura nulla, contenendo gli x per cui non si ha
convergenza puntuale. Ma dato che Aj € decrescente, essendo in misura
finita questo significa che la misura di Ay tende a 0. Cio significa che, da
un certo N in poi, A ha misura minore di €. Bastera dunque scegliere
A = Ay per concludere.

Forti di questo risultato preliminare, dimostriamo Egorov. Cio che vo-
gliamo é trovare un insieme A che “vada bene per qualunque §“: dovra
valere che, fissato d, |f, — f| < d definitivamente fuori da un A che non
dipenda da . Per ogni n naturale positivo avro un A, di misura minore
di 27 "¢ dato da quanto mostrato prima, fuori dal quale f,, ed f distino
meno di 27": la misura dell’'unione A di tali Ay non sarda maggiore di
€. Fissato 0 esistera m con 27" — §, e fuori da A, le funzioni f, ed f
disteranno puntualmente meno di 0, definitivamente. A maggior ragione
tale condizione varra fuori da A: la successione converge uniformemente
sul complementare di questo insieme, di misura minore di €.

6. Consideriamo al posto di E I'intera retta reale, e come successione quella
delle indicatrici di (—00, —n): fn = X(—oo,—n)- Per ogni n l'insieme dei
punti in cui il valore di f,, dista piu di 1/2 ha misura infinita: cio6 confuta
la tesi di Egorov in questo caso.

&

Oss 2.2.5: La convergenza in norma non implica quella puntuale, nemmeno
quasi ovunque. Cstruiamo una successione convergente in LP ma non puntual-
mente sull’intervallo [0,1]. Ogni n naturale pud essere scritto in modo unico
come 2% + h, con 2¥ + 1 > n. Per ogni n definiamo quindi f,, come la funzione
indicatrice dell'intervallo [h27%, (h + 1)27*]. L’integrale di |f,|” vale 27*P ed &
dunque infinitesimo, pertanto la successione converge a 0 in LP per p finito, ma
fn assume frequentemente entrambi i valori 0 e 1: la successione non converge
in nessun punto.

Nemmeno ’altra implicazione ¢ vera: la successione nyg,1/,) converge pun-
tualmente a 0, ma la norma LP di queste é 1 per ogni p finito.

Vediamo ora un primo risultato di densitd, molto utile nel seguito.

Thm 2.2.6: Siano F C R" di misura finita, X l'insieme delle restrizioni ad
E delle funzioni continue a supporto compatto su R” (classe che indicheremo
con C%(R™)). Allora X ¢ incluso in LP(E) per ogni p ed ¢ denso in esso se p &
finito.

Oss 2.2.7: In L™ la tesi del teorema ¢ falsa: in C?([0,1]), ad esempio,
la norma oo equivale a quella uniforme, rispetto alla quale sappiamo che le
funzioni continue formano un insieme chiuso. Dunque C? & un sottospazio
chiuso e proprio in L (la classe dell’indicatrice di [0,1/2], ad esempio, non
ammette alcun rappresentante continuo), che pertanto non puo essere denso.
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Nella dimostrazione del teorema faremo uso di un lemma:

Lemma 2.2.8: Nelle ipotesi del teorema, per p finito le funzioni semplici
(combinazioni lineari di indicatrici sommabili) sono dense in LP(E).

-(Lemma : La dimostrazione & divisa in due passi:

- Ogni f € LP é limite di funzioni limitate. Definisco f, che vale n dove
f>mn, —n dove f < —n, f altrimenti. Grazie al Teorema di Lebesgue la
successione converge a f in LP.

- Ogni funzione f limitata in LP & limite uniforme di funzioni semplici:
se M = sup|f(z)|, scelto ¢ positivo e n naturale con 2 < ¢, posso
suddividere l'intervallo [—M, M] in n parti uguali. La controimmagine
FE; di ciascuna di queste ¢ misurabile, su F; la funzione f é compresa
tra m%”M e 2“n7”+1M Segue la funzione ¢ = > %%MXEz dista in ogni
punto meno di € da f: da qui la convergenza uniforme. Ma su E di misura
finita la convergenza uniforme implica quella in LP.

Questo dimostra la tesi. @

_( Teorema)2.2.6): Se una funzione é continua e il suo supporto é compatto,
allora assumera in R™ massimo e minimo assoluti: in particolare é limitata in
E. Segue che la sua norma LP é finita per ogni p.

Per p finito, sara sufficiente mostrare che ogni funzione semplice in LP ¢é li-
mite di funzioni in X. Per fare questo, bastera argomentare un risultato ancora
pitt semplice, limitandosi a funzioni indicatrici anziché semplici: se ¢ é una com-
binazione lineare di indicatrici 1* approssimate da 1¢, la stessa combinazione
lineare delle 9, per n fissato dara una ¢,, che approssima (.

Sia allora ¢ = xp con F' C E misurabile. Fissato ¢ > 0, allora, esisteranno
A e C rispettivamente aperto e chiuso in F con C C F C Ae LIA\C) < e.
Definiamo allora:

B dist (z,R™\ A)
 dist (@, R? \ A) + dist (2, C)

g9(z)

Tale funzione g é continua, essendo costruita con somme e prodotti di funzioni
continue in virtu della chiusura di R"\ A e di C, e vale 1 in C e 0 fuori da A: si
discosta da v solo in A\ C. D’altra parte, vale sempre |g — 9| < 1, e la distanza

LP tra g e ¥ ¢ minore di . Questo conclude la dimostrazione. @
Un altro risultato utile ¢ il seguente:

Thm 2.2.9 Teorema di Lusin: Se E C R™ ha misura finitae f: F — R ¢
misurabile, per ogni £ > 0 esistono una funzione g continua e un insieme E’
misurabile di misura minore di € tali che, fuori da F’, f = g.

11 ottobre 2011
Giovanni Alberti
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Supponiamo f limitata. Avendo E misura finita, f € LP per ogni
p. In particolare, essendo le funzioni continue dense in LP, posso scegliere una
successione f, — f in L' di funzioni continue. A meno di scegliere una sot-
tosuccessione, posso assumere che la convergenza sia puntuale quasi ovunque.
Dal lemma di Egorov segue che ¢ possibile scegliere un insieme A di misu-
ra arbitrariamente piccola fuori dal quale la convergenza sia uniforme. Questo
garantisce che, sul complementare di A, f coincide con una funzione che é con-
tinua su tale insieme: non possiamo ancora concludere, poiché ’enunciato parla
di una funzione continua su tutto E. Sia allora A come dal teorema di Egorov di
misura minore di £/2: esisteranno un chiuso C e un aperto O con C C A C O,
e la misura della differenza minore di €/2. Definisco ora una funzione fuori da
O\ C, data dal limite di f,, fuori da O e da 0 su C. Tale funzione & continua
su un chiuso, e per il lemma di Titze puod essere estesa ad una continua su F.
Questo conclude il caso in cui f sia limitata.
Si puo passare ora al caso generale con un artificio che consiste nel comporre
f con una funzione limitata per ricondursi al caso precedente. Considero f =
arctanof: esisterd § continua su E che coincide con f fuori da un opportuno
insieme. Considero ora g = tanog: questa sara la funzione cercata. La funzione
arctan ¢ uniformemente continua su tutto l'asse, e pertanto posso scegliere g
coincidente con f fuori da un insieme abbastanza piccolo da ridurre a meno di

€ la misura della sua immagine tramite tan.

2.3 Spazi di Hilbert

Def 2.3.1 Spazio di Hilbert: Sia dato uno spazio vettoriale reale X. Chia-
meremo prodotto scalare su X una funzione (-,-) : X x X — R bilineare e
simmetrica, cioé lineare in ciascun argomento una volta fissato l'altro, e tale
che (z,y) = (y,x) comunque dati z,y € X. Un prodotto scalare si dice defi-
nito positivo se, per ogni z € X, vale (z,z) > 0, e I'uguaglianza vale solo per
2 = 0. Se la norma indotta dal prodotto scalare (-,-) rende X uno spazio me-
trico completo, diremo che X, munito di tale prodotto, & uno spazio di Hilbert.

Ogni spazio vettoriale di dimensione finita con prodotto scalare definito po-
sitivo é di Hilbert, e in questi spazi la linearita é sufficiente a garantire la con-
tinuita. Questo perd non ¢ vero in dimensione infinita, e anzi esistono sempre,
in questo caso, funzioni lineari ma non continue.

Oss 2.3.1 : Il prodotto scalare é una funzione continua:
(@ + h, & + h)— (2, &)| < (2, h)|+|(E, k) |+[(h B)| < N[ Rll+IZ]]-[[B]+ Al
dove T'ultimo passaggio é un’applicazione della disuguaglianza di Schwartz ap-

plicata ai tre prodotti scalari. In alternativa, si puo ricorrere alla formula di
polarizzazione:

(,9) = 3o+ 3,2+ 3) — {2,2) — (,9) = 5 (e + ) — ol — )
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e concludere sfruttando la continuita della norma.

Es 2.3.1|Spazi di Hilbert:

e L%(E) & uno spazio vettoriale, e la funzione (f, f) = [y ff. La verifica
che questo spazio gode delle proprieta richieste é gia stata sostanzialmente
fatta.

o Lo spazio £? delle successioni di numeri reali a quadrato sommabile con il
prodotto scalare dato da (z,y) = Y oo | Znyn Per T = (Tn)nen € (Yn)nen-
Un modo per vedere che questo spazio ¢ di Hilbert é osservare che corri-
sponde a L?(E) con E = N, con o-algebra I'insieme delle parti di N e la
misura quella che conta i punti.

Def 2.3.2 Base di Hilbert: Sia X uno spazio di Hilbert. Diciamo che una
famiglia indicizzata (z;);c; di vettori ¢ un sistema ortonormale se per ogni i, j €
I vale (i,j) = 0; ;. Si chiama base di Hilbert un sistema ortonormale massimale
(si usa dire anche completo).

La condizione di massimalita puo essere formulata nel seguente modo: se
(x,2;) = 0 per ogni i € I, allora x = 0. Infatti, se un sistema non ¢ massimale
allora puo essere esteso, cioé esiste un elemento x € X ortogonale a tutti gli
z; e di norma unitaria, in particolare non nullo. Viceversa, se z é un vettore
non nullo ortogonale a tutti gli x;, & possibile estendere il sistema ortonormale
aggiungendo z (a meno di normalizzazioni), e questo mostra che (z;);c; non &
massimale.

Lemma 2.3.2: Sia (e, )nen un sistema ortonormale numerabile in X, (a,)nen

una successione a quadrato sommabile. Allora la successione Y- | a;e; converge
a un qualche 7 € X (si dira Y°°, ape, = ). Vale inoltre ||Z]|* = 37, a2, e
(T, en) = an.

-: Sia y, = Y1, aje;. Mostriamo che questa successione ¢ di Cauchy: in
m

effetti, se e > 0 e n < m, ||yn — yml|> = Z?;nﬂaieiﬂz =>"" a?. La condizione
di Cauchy sulla serie degli a? implica che questa somma, per n abbastanza
grande, ¢ minore di 2. Si avra quindi ||y, — ym| < €, cioé y, & di Cauchy,
ed essendo X completo abbiamo la convergenza della successione a qualche .
Inoltre, se m > n, si ha (ym,,e,) = an, e per la continuita del prodotto scalare
vale (Z, e,) = a,. Inoltre, varra ||y, || = >, a?, e per la continuita della norma

si ottiene I'uguaglianza voluta per la norma quadra di z. @

Thm 2.3.3: Sia e, un sistema ortonormale numerabile in X, x un elemento
dello spazio, =, = (z,e,). Allora:

1. Z 22 < ||z|? (disuguaglianza di Bessel);

n=1
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o0
la serie Z Zpen converge a qualche T € Span{e, };

n=1
0o
_n2 2
1% =Y @ < [l
n=1

x— T 1 e, per ogni n, e dunque z — Z L Span{e,};

se (e,) € massimale, cioé se é una base di Hilbert, allora z = x, e quindi

o0 o0
x = Z Tnen ¢ ||z]]* = Z z2 (uguaglianza di Parseval).
n=0

n=1

Oss 2.3.4: Per fare un esempio in dimensione finita, quanto fatto corrisponde

a Ccon

siderare due vettori ortonormali in R3 e un qualsiasi altro elemento, e

proiettare quest’ultimo sullo spazio generato dalla coppia.

[Dim]
1

Teorema

. Per ogni fissato n il vettore x pud essere scritto come zie; + zoes + -+ - +

Tpen + 1y, dove y € un qualche vettore ortogonale ad e; per ogni i < n.
Allora

n
|2l* = 23 + 23+ + a2 + |yl =D a?
=1

Poiché questo vale per ogni n naturale, deve valere anche per la somma
della serie.

. Conseguenza immediata del lemma [2.3.2]

Conseguenza immediata del lemma [2.3.2

(x —T,en) = (x,en) — (T,€4) = Xy, — Tp, dunque z — T L Span{e,}.
D’altra parte, se y € Span{e,, }, esistera una successione (y,)nen & valori
in Span{e,} convergente a y. Ma ciascun y, & ortogonale a x — T, e la
successione (x — T, y,) ¢ costantemente 0. Passando al limite e sfruttan-
do la continuita del prodotto scalare si ottiene (x — Z,y). In alternati-
va, sempre per la continuita del prodotto scalare, I'insieme degli y tali
che (x —Z,y) = 0 & un insieme chiuso in X, e contenendo Span{e,} ne
contiene anche la chiusura.

Se (en)nen € massimale, poiché z — & ortogonale a ciascun e,,, deve valere
r—2=0,cioé x =12.

&

Ora ci possiamo chiedere: se (e;);esr @ un sistema ortonormale pit che nu-
merabile, ¢ possibile parlare degli 22?7 Cosa significa che la somma degli z;e;
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converge? Vorremmo attribuire un significato alla somma infinita, anche piu
che numerabile.

Oss 2.3.5: Sia dato X uno spazio di Hilbert ed (e,)neny una sua base di

Hilbert numerabile: possiamo costruire una funzione T : X — ¢2 data da z —
(1,2, -+ ) sempre secondo la notazione usata nel teorema Questa mappa
sara lineare, grazie alle proprieta del prodotto scalare, e I'identita di Parseval
(punto [5| del teorema) implica che si tratta di un’isometria. Per la formula di
polarizzazione, dalla norma é possibile ricavare il prodotto scalare, e dunque
T conserva anche il prodotto scalare. Dal lemma [2.3.2] poi, segue che T ¢
surgettiva: ogni spazio di Hilbert che ammetta un sistema ortonormale completo
numerabile é dunque isomorfo a ¢2, tramite una mappa che conserva i prodotti
scalari.

Sulla famiglia S di tutti i sistemi ortonormali é possibile introdurre un or-
dinamento: se S; = (2;)ier ed S = (y;)jes sono due sistemi ortonormali, diro
che Sy > Sy se J C I, eperognijeJy =ux;. Se K={(x;)icr : I €L}
& una catena in S, cioé un sottoinsieme su cui la restrizione dell’ordinamento
¢ totale, allora possiamo considerare l'insieme di indici I dato da |J rer 1. Per
ogni ¢ € I sara ben definito un ; (si usa il fatto che K ¢ una catena): considero
allora (z;);e;. Se i,j € I, allora esistera un I tale che i,j € I, e dunque z;
e z; fanno parte di uno stesso sistema ortonormale: il loro prodotto scalare &
dunuge 0, e sono chiaramente unitari. Dunque quello che abbiamo costruito
é un sistema ortonormale, maggiore di ogni elemento di K. Possiamo dunque
applicare il lemma di Zorn: poiché in F ogni catena ammentte maggioranti,
tale maggiorante potra essere scelto massimale in F. Se ne conclude che in uno
spazio di Hilbert non banale ogni sistema ortonormale puo essere completato ad
uno massimale, e dunque lo spazio ammette una base di Hilbert.

Oss 2.3.6 : Se F ¢ un sistema ortonormale, allora é una base di Hilbert se e
solo se Span F ¢é denso in X.

L’enunciato ¢ sempre vero, ma assumeremo come ulteriore ipotesi che
F sia anche numerabile.

= Dal teorema[2:3.3]segue che ogni vettore z € X ¢ limite di una successione
a valori in Span F.

< Se F non ¢ massimale, esiste un vettore x unitario e ortogonale a ogni
elemento di Span F. Dunque Span F # X, e Span F non & denso.

Oss 2.3.7: Se F ¢ una base di Hilbert di X, allora ¢ al pit numerabile
numerabile se e solo se X & separabile.

= X = Span F = Spang F, e questo esibisce un denso numerabile.
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< Sia D un denso numerabile in X. Per ogni e € F esiste un z. € D che disti
meno di 1/2 da e. Dato che due elementi qualsiasi (distinti) di una base
di Hilbert distano v/2, la mappa e — . ¢ iniettiva: dunque la cardinalita

di F non é maggiore di quella di D.
&3

Un modo per ricavare una base di Hilbert numerabile consiste nello scegliere
un denso numerabile indicizzato in X, e applicare I'algoritmo di Gram Schmidt.
Questo procedimento non aumenta la cardinalita dell’insieme (anche se la puo
diminuire), e fornisce dunque una base di Hilbert al pitt numerabile.

Usando la teoria spettrale, poi, & possibile ricavare basi di Hilbert come
famiglie di autovettori di un operatore autoaggiunto.

12 ottobre 2011
Giovanni Alberti

Oss 2.3.8: Le nozioni di base (secondo la definizione vista nei corsi di algebra

lineare) e di base di Hilbert sono distinte. In dimensione infinita, in particolare,
una base di Hilbert non é mai una base. Supponiamo infatti che la base di
Hilbert infinita F sia anche una base, e data in tale famiglia una successione
(én)nen di elementi a due a due distinti consideriamo il vettore z = Y">" | Le,,.
Supponiamo poi che x possa essere scritto come combinazione lineare (finital)
di elementi di F, cioé z = Zfil a; f;. Allora per ognuno degli f; che compaiono
nella somma vale «; = (x, f;), e per tutti gli altri elementi f di F vale (z, f) =
0. Poiché si & supposto che F sia una base di X, tale scrittura di z come
combinazione lineare ¢ unitca. Ma sappiamo gia che per gli e,, vale (z,e,) =
e questo ci porta ad un assurdo.

n’

Da qui in poi, a meno di indicazioni contrario, “base” significhera “base di
Hilbert”, mentre si usera “base algebrica” per indicare una base propriamente
detta.

Es 2.3.2 Basi ortonormali:

e Una base di Hilbert di ¢2 ¢ data da (e,)nen, dove e, ¢ la successione
costante 0, salvo per I’elemento n-esimo, che vale 1. Che sia un sistema
ortonormale é evidente, rimane da mostrare la massimalita, o equivalente-
mente la densita dello Span. Se perd un elemento X € ¢? fosse ortogonale
ad e, per ogni n, per quanto gia mostrato X sarebbe 0.

e Lo spazio L?([0,1]) possiede la base di Haar (trattata nel dettaglio nel-
Pesercitazione del 13 ottobre). Si consideri la funzione f che vale 1 fra 0
e 1/2, —1 fra 1/2 e 1 e 0 altrove. Per ogni naturale n > 1 si suddivida
Iintervallo [0,1] in 2™ parti di uguale lunghezza, e scelta una di esse si
riscali la f in modo che il suo supporto sia esattamente la zona scelta.
Al variare di tutte le possibili costruzioni fatte in questo modo si ottiene
una famiglia di funzioni a due a due ortogonali in L?: Se due funzioni
hanno supporto disgiunto chiaramente saranno ortogonali; d’altra parte
se i supporti di due funzioni in questa famiglia si intersecano, allora sono
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l'uno incluso nell’altro. Se g e h sono queste funzioni (distinte), e se il
supporto di g € incluso in quello di h, allora h & costante sul supporto di
g, e dunque g - h = +g. Ma tutte queste funzioni hanno media integrale
nulla, e questo conclude. Aggiungendo alla famiglia la costante 1, e nor-
malizzando le funzioni in modo che la loro norma L? sia uguale a 1, si
ottiene un sistema ortonormale. Per la massimalitd si pud mostrare che
lo Span di questo sistema & denso in L?. In effetti, combinazioni linea-
ri di queste danno le indicatrici degli intervalli dialici (quelli della forma
[k/2™, (k4+1)/2"]), e da queste si costruiscono le indicatrici degli intervalli,
e dunque degli aperti e dei misurabili. Ma tali funzioni sono dense nello
spazio che ci interessa. Il vantaggio della base di Haar & che consente di
approssimare funzioni a quadrato sommabile con un numero ristretto di
termini, e questo trova applicazioni in diversi campi.

Thm 2.3.9 Completamento ortogonale:  Sia Y un sottospazio chiuso di X.
Allora, per ogni x € X, esistono y € Y e § L Y tali che z = y + 7, e tale
decomposizione é unica. Inoltre, per qualsiasi z € Y\ {y} vale [[x—y|| < ||lz—z]|.

-: Assumeremo nuovamente che X sia separabile, ricordando che negli
spazi metrici ogni sottospazio di un separabile ¢ a sua volta separabile (questo
non vale in generale per spazi topologici se non sotto opportune ipotesi di nu-
merabilita). Dall’ipotesi che Y sia chiuso segue la sua completezza come spazio
vettoriale con un prodotto scalare deinito positivo (la restrizione di quello in
X), e questo rende Y a sua volta uno spazio di Hilbert. Essendo separabile,
esso ammette una base di Hilbert numerabile. La dimostrazione del teorema
[2:3:3] ci fornisce la decomposizione cercata. L’unicitd puo essere dedotta dalla
disuguaglianza enunciata, ma segue anche da ossevazioni di carattere algebrico:
se £ =y + ¥1 = Y2 + Y2 sono due decomposizioni con le proprieta sopra enun-
ciate allora y; — y2 = ¥2 — y1: ma i due vettori che vengono qui eguagliati sono
tra loro ortogonali, e sono dunque uguali a zero. Infine, se z € Y ¢ diverso da

N 2 2 2 2 2
g varrh [z — 2|2 = e —y+y— 2l =z —y? +lly - 2P > Jle —g)2. O3

Dato zp € X, si consideri il funzionale A,, : X — R dato da z — (zg,x).
Per le proprieta del prodotto scalare un tale funzionale é continuo.

Thm 2.3.10 Riesz: Sia A : X — R un funzionale lineare e continuo. Allora
esiste £ € X tale che A = A,,.

-: Se A = 0 bastera scegliere xo = 0. Altrimenti, Y = ker A & un chiuso
proprio in X, essendo controimmagine del chiuso { 0 } € R. Dunque esiste un
elemento 2o € Y+ non nullo, in virti del teorema X=Y®aY!' conY
sottospazio proprio, e dunque Y & un sottospazio non banale di X. A meno di
normalizzazioni posso assumere A(xg) = 1. AllorakerA =Y C (Y1)L C g =
ker A;,. Per un risultato di algebra lineare, dunque, A;, ¢ un multiplo di A,
essendo questi due funzionali lineare a valori reali, cioé A;, = cA per qualche
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— A &

c

¢ #0. Dunque A = 1A,

A questo punto ¢ legittimo chiedersi se possano esistere sottospazi non chiusi
di X. In dimensione finita sappiamo che tutte le funzioni lineari sono continue, e
ogni sottospazio é nucleo di una funzione lineare: in questo caso ogni sottospazio
& dunque chiuso. In dimensione infinita, invece, questo non vale: le funzioni
continue, ad esempio, costituiscono un sottospazio denso e proprio di 2(7).

Analogamente, ha senso chiedersi se esistano funzionali lineari non continui.
Anche in questo caso la risposta ¢ affermativa, anche se sara necessario conside-
rare spazi di dimensione infinita. Sia X un tale spazio, Y un sottospazio proprio,
B una base algebrica di Y estesa a una B’ di X. Si scelga un elemento g ¢ Y
di B, e il funzionale che associa ad ogni vettore la sua coordinata associata a x
rispetto alla base algebrica. Tale funzionale é lineare, come é noto dai corsi di
algebra lineare. D’altra parte, Y & incluso nel nucleo di questo funzionale, che
non ¢é identicamente nullo. Se si sceglie Y denso, 'ipotesi che tale funzionale sia
anche continuo condurrebbe immediatamente ad un assurdo: il nucleo sarebbe
un sottospazio chiuso contenente un denso, e sarebbe 'intero spazio.

Se X é uno spazio vettoriale con prodotto scalare definito positivo, non
necessariamente completo (talvolta si indicano questi spazi come “preHilbert”),
ed (e,)nen € un sistema ortonormale massimale, ¢ vero che ogni elemento x
pud essere scritto come somma di x,e,, con gli x, costruiti come sopra? In
generale no: l'ipotesi di completezza dello spazio é necessaria. Per dimostrare
questo risultato negli Hilbert avevamo sfruttato la completezza per dimostrare
che la somma convergeva a un certo & per sistemi ortonormali generici, e che
per sistemi massimali questo T era proprio x, ma questo non € vero in generale.

Gestione delle basi nel caso non separabile

Sia I un insieme qualsiasi, (a;);e; a valori reali positivi. Possiamo dare un
significato alla “somma” degli a;? Potremmo definirla come I’estremo superiore

delle somme finite:
Su- s Yo
iel JEPs(D) ey

dove l'insieme Py(I) denota le parti finite di I. Questa somma, peraltro, non
é altro che l'integrale di a; come funzione su [ rispetto alla misura che conta
i punti. Questa somma esiste sempre, ma vorremmo dare un senso anche a
somme infinite generiche, anche di vettori. Diremo che Y icr Ti converge a  se
per ogni ¢ positivo esiste un J C [ finito tale che, per ogni J O J sottoinsieme
finito di I vale [z — 3>, ; a5/ < e

Lemma 2.3.11 : Sia (e;);c; un sistema ortonormale, (a;);c; & quadrato som-
mabile. Allora la somma degli a;e; converge a qualche elemento di X.

Il lemma generalizza quanto visto nella lezione precedente con I’ipotesi ulte-
riore di numerabilita del sistema ortonormale.

Va osservato che, se ), ; a; converge, allora i termini non nulli di (a;)ies
sono al pitt numerabili. Nella definizione che abbiamo dato, inoltre, permutare
gli indici non ha alcuna influenza sulla somma, cosa che per le serie a priori
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non vale. La somma di una serie numerica dipende in generale dall’ordine dei
termini (teorema di Riemann-Dini).

-82 ¢ uno spazio di Hilbert: Sia data x = (x,)nen una successione

qualsiasi, e definiamo ||z| = (Zx%)% Se ||lz|, |Z]] < oo, allora per la disu-
guaglianza di Schwartz vale > |x,Z,| < ||z| - |Z]] < oo, e pertanto il prodotto
scalare & ben definito per successioni a quadrato sommabile. Per la precisione,
vale per ogni n:

n n n %
Saii< (Sot) (S0 <l e
im1 i=1 i=1

e dall’arbitrarieta di n si ottiene la diseguaglianza cercata.

Chiaramente ogni multiplo scalare di una successione a quadrato sommabile
ha a sua volta quadrato sommabile; inoltre, se x,& € ¢? allora, sfruttando
(a+b)? < 2(a> +12), si ottiene [lz + 7| <2 (Jl2l]* + 1)) < oc. Dunque ¢ ¢
uno spazio vettoriale.

Sia ora (2™)men una successione di Cauchy in 2. Dunque, per ogni fissato
n, siha 2™ —zm2| < |[#™ —2™2||?, da cui la proprieta di Cauchy componente
per componente. In altre parole, la successione numerica (z"),en € di Cauchy
per ogni n. Dunque per ogni n € ben definito °° come successione dei limiti di
x," rispetto ad m. Ora vorremmo mostrare che 2™ — 2* per m — oo.

La tesi & che, per ogni € > 0, ||z™ — 2*°|| < € per m abbastanza grande. Si
avra:

N N
. ’
S e = lim Y@ )P
n=1 n=1

Dato che si tratta di un procedimento di limite, possiamo considerare solo il
caso in cui m’ > m. La sommatoria che compare nel limite, poi, non & maggiore
di ||z™ — z™'||?, minore di £2 per n abbastanza grande. Per Parbitrarieta di
N si conclude che questo vale anche passano alla somma della serie, da cui
|[x™ — 2°°|| < e definitivamente in m.

18 ottobre 2011
Giovanni Alberti

Spesso si parla di spazi di Hilbert anche su C. Se X & uno spazio vettoriale
su C, si chiama prodotto hermitiano definito positivo (secondo alcune notazioni
su usa chiamare scalare anche questo prodotto, e spesso si da per scontata la
positivita) una funzione (-,-) : X x X — C tale che:

e x+— (x,%) é lineare per ogni fissato 7 € X;

o (x,&) = (Z,x) per ogni z,Z € X;

e (x,x) > 0 per ogni z, e vale 'uguaglianza se e solo se z = 0.

Def 2.3.3: Uno spazio vettoriale complesso X con prodotto scalare definito

positivo (-, -} & detto di Hilbert se la metrica indotta dalla norma ||z|| = \/{(z, x)
& completa.
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Ricordiamo che 2 Re (x, &) = ||lz+&||*—||z|*—||Z]|*, e analogamente 2 Im (z, ) =
2 2 a2
[l + iz ]|” — (]| — 2]
Vale un risultato analogo al teorema [2.3.3}

Sia X uno spazio di Hilbert complesso, (e)nen una base di

Hilbert (definita in modo analogo al caso reale) numerabile. Per ogni z € X sia

Zn = (x, e,) (prestando attenzione che il prodotto non & commutativo!). Allora:
(o)

o |z? < Z\xn|2 per (en)nen sistema ortonormale generico (disuguaglianza

n=1
di Bessel). Nel caso di basi di Hilbert vale 'uguaglianza;

S}
e = E Tn€ns
n=1

o (z!,2%) = Z zrz? (identita di Parseval).

n
n=1

-: Esempi di spazi di Hilbert complessi sono:
e LZ(E) con il prodotto scalare (f, g) = fE 9

e (%: lo spazio delle successioni complesse a quadrato sommabile (cioé tali
che la serie dei moduli quadri converge in R.



Capitolo 3

Serie di1 Fuorier

3.1 La serie di Fourier di una funzione

Sia data una funzione f : R — C, periodica di periodo 27 (diremo anche 27-
periodica). Vorremmo scrivere f come Y ¢, e'™®, chiedendoci se questo sia pos-
sibile, e in caso affermativo come possano essere ottenuti i coefficienti e in che
senso valga 'uguaglianza, cioé quale significato assuma ’eventuale convergenza
della serie. Questo problema fu aperto da Fourier per ragioni “pratiche” in
particolare il suo scopo era studiare le equazioni del calore e delle onde. In defi-
nitiva, é proprio in vista di questo problema che sono state sviluppate la misura
di Lebesgue e la teoria degli spazi di Hilbert.

3.2 La base di Fourier

11 risultato fondamentale di questa teoria sta nel fatto che (e,)nez, dove e, =
e'®, costituisce una base di Hilbert di LZ([—,n]) (che di seguito indicheremo
con L? omettendo di specificare il pedice C) con il prodotto hermitiano dato da
(f,9) = J"_f-g. Da questo seguira, detto ¢, = (f, e,) I'n-esimo coefficiente di
Fourier di f, la convergenza in norma L? di ) ¢,e!®, e convergera ad f (nel
senso di L2!).

Thm 3.2.1: Data f € L?([-m,7]), sia

Allora:

“+o0
o 21 Jeal? = 111 (Bessel);

+oo
o f(z)= E cne™ nel senso della convergenza in L2, ricordando che il
— o0

valore della somma non dipende dall’ordine;

26
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“+oo
o (f,g)=2m Z Cn(f)m (Parseval).

Il risultato seguira dal teorema [2.3.12|e dal fatto che (e, )necz sono una base.
Dimostriamo 'ortonormalita delle e,,:
1 s
* gine imT o ﬂldmzl sen=m
€n,Cm) = ————dx = )
< ns m> . m m 1 ez(n m)x

27 i(n —m)

s
=0 sen#m
—T

Per la massimalita ricorreremo ad un teorema, dal quale potremo ricavare
la densita di Span(ey,)nez. Prima di enunciare il teorema introduciamo alcune
notazioni.

Sia k uno spazio metrico compatto (o spazio topologico compatto e To, C'(k)
(rispettivamente Cc (k) lo spazio delle funzioni continue reali (complesse), dotato
della norma della convergenza uniforme. Su questo spazio sono definite somma,
prodotto per scalare e un prodotto tra funzioni, che lo rendono un’algebra.
Dato F C C(k) (Cc(k)), si dice che ¢ una sottoalgebra se ¢ chiuso per somma,
prodotto per scalare e tra funzioni; diremo invece che separa i punti se per ogni
X1 # T € k esiste f € F tali che f(x1) # f(x2).

Thm 3.2.2 Stone- Weierstrass (complesso):  Sia F C Cc(k) con le seguenti
proprieta:

e ¢ una sottoalgebra;

e separa i punti;

e contiene le costanti;

e ¢ chiuso per coniugio, cioé contiene f per ogni f € F.

Allora F & denso in Cg(k).

La dimostrazione di questo teorema non ¢é stata affrontata a lezione, ma ¢
stata data durante un incontro facoltativo.

Lo spazio di funzioni che ci interessa per questa teoria ¢ C(k), dove k ¢
R/27Z, omeomorfo alla circonferenza S!, che possiamo identificare anche con
[—7, 7]/ ~, dove ~ ¢é la relazione di equivalenza che identifica gli estremi. Questo
spazio di funzioni puo essere identificato con quello delle continue 2w-periodiche
su R. Se infatti p & la proiezione al quoziente (indipendentemente da quale
delle due definizioni di k usiamo), vediamo che ogni funzione f continua e 27-
periodica su R é costante sulle fibre, e passa dunque al quoziente, cioé induce
una funzione continua f su k.

>

R/277Z
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D’altronde, una funzione su R/27Z induce in modo naturale una funzione su
R, mentre data f definita su [—m, 7]/ ~ & possibile definirne una su R replicando
periodicamente f sull’asse reale: per ogni x € [—m, ] costruisco f imponendo
f(z + 2km) = f(x), dove lapparente ambiguita nella scelta di f ((2k +1)7) &
risolta dall’identificazione degli estremi dell’intervallo. Poiché abbiamo un’iden-
tificazione tra lo spazio delle funzioni complesse continue su S* e quelle continue
su R 27-periodiche, confonderemo i due spazi e li indicheremo indistintamente
con Cpe; ([—, 7)), 0 semplicemente Cpe;.

Ora, essendo S uno spazio metrico compatto, possiamo applicare il teorema
di Stone-Weierstrass a Che,. Sia F = Span{ eMtne’ } C Chper, lo spazio dei
cosiddetti “polinomi trigonometrici”, cioé combinazioni lineari di (¢**)™, dove n
varia su Z. Vogliamo verificare le ipotesi di Stone-Weierstrass:

e J & un sottospazio vettoriale, e poiché e,e,, = en+m la proprieta distri-
butiva garantisce la chiusura per prodotto;

e F separa i punti: €'® ¢ iniettiva su S1;

F contiene €% =1, e di conseguenza tutte le costanti;

e F & chiuso per coniugio, dato che e?% = ¢~"* ¢ che il coniugio commuta

con la somma e col prodotto.

Questo garantisce la densitd di F in Che, rispetto alla norma del sup. Ma la
convergenza uniforme implica quella in L2, e dunque la densita ¢ anche nel senso
di L?; inoltre, Cpe, ¢ denso in L?([—m,7]), e si puo finalmente concludere che
F & denso in L2. Segue che la famiglia indicata sopra ¢ in effetti un sistema
ortonormale massimale.

3.3 Convergenza della Serie di Fourier per fun-
zioni C!

Lemma 3.3.1 : Sia f € Cpe; N CL. Allora f € C([-m, 7)) C L? (-7, 7), e
en(f") = inen(f), per ogni n.

1 " —inx
ell) =5 | F@)e ™ do =
_if()finzﬂ _i ﬂ_~f()7inwd _
—271_ xr)e . o . mjlx)e xTr =
m

= — ! f(x)e ™ dx = inc, (f)

2 J_,

Si & usato f (Jc)e_”””[7T = 0, valido grazie alla periodicita della funzione.

&
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Senza lipotesi di periodicita della funzione si ha il semplice controesempio
f(z) =2

Da Bessel segue immediatamente che, per f che soddisfa le ipotesi del lemma,
S % nen () < +oc.

Lemma 332 : Se > "%|n[**|c,|* < oo per qualche a > 1/2, allora la somma
della serie 3°7%|c,| ¢ finita.

=

Z|cn| Zl |2|cn||| @m'l)(ﬁ;mu)

(S5 (S)

dove la prima diseguaglianza é quella di Schwartz. Per l'arbitrarieta di N si
conclude che il risultato vale anche per Ef§|cn|, che di conseguenza ¢ finita,

| N 73
ricordando la convergenza dellsa serie > |n|”~“.

Corollario 3.3.3: Se f € CperﬂCl, allora la somma dei moduli dei coefficienti
di Fourier ¢ finita.

Ricordando che la successione (bilatera) dei coefficienti di Fourier di
una funzione ha quadrato sommabile, e che ¢, (f") = inc,(f), bastera applicare
il Lemma con a = 1 ai coefficienti di f’.

Da questo segue immediatamente che, per funzioni C', la serie converge
totalmente, e quindi uniformemente, a qualche funzione g. Tale funzione sara
continua, essendo limite uniforme di una serie di funzioni continue, e sara uguale
ad f quasi ovunque, essendo questa somma della stessa serie in L2. Ma due

funzioni continue e coincidenti quasi ovunque sono uguali. Percio, sotto queste
ipotesi, la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f.

3.4 Relazioni tra la regolarita di una funzione e
comportamento asintotico dei coefficienti di
Fourier

Thm 34.1: Sia f € C
derivate 2m-periodiche), allora

“+o0
> I enl? < 00
— 00

per (cioé di classe C*, 27-periodica e con le prime k
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Da questo segue:

1
Ch =0 <||k> per n — £o00 (3.1)
n

+oo
Z|n|k7576|cn| <oo Y6>0 (3.2)
—00

Dunque, un’elevata regolarita della funzione implica un rapido decadimento dei
coefficienti di Fourier per n — oo.
Viceversa, se vale una delle due condizioni:

1
Cn:O(|n|a> cona>k+1 (3.3)
oppure
+oo 1
z:\n|2a|cn|2 <oo cona>k+ 3 (3.4)
allora vale
“+oo
Z|n|k|cn| < 0 (3.5)

e di conseguenza f € C{f

er’

-: Se f € Cscr, si puo facilmente mostrare per induzione che ¢, (f)) =

(in)"c,(f) per ogni intero compreso tra 1 e k. Da questo, per la sommabilita
dei moduli quadri dei coefficienti di f*), segue la prima parte della tesi. é
quindi immediata, mentre puo essere dimostrata in modo del tutto anologo
al lemma [3.3.2

Se vale (3.5)), allora segue da risultati sulla convergenza in norma C* che f €
C*, e la periodicita segue ovviamente da quella dei termini della serie. Da
segue che \n|k|cn| =0 (nk*a) =0 (n"s) per qualche § > 1, e dunque la serie
converge per confronto asintotico. , di nuovo, implica analogamente

alla dimostrazione del lemma

Oss 3.4.2 : 1l teorema mette in evidenza che la regolarita di una funzione é
strettamente legata al comportamento asintotico dei suoi coefficienti di Fourier,
e in ultima analisi alla velocita di convergenza della serie. Di conseguenza,
piu é regolare una funzione, minore sara il numero di coefficienti necessari per
approssimarla entro una precisione stabilita. Viceversa, se una funzione non
é continua non sara facile approssimarla bene con pochi termini della serie di
Fourier.

19 ottobre 2011
Giovanni Alberti
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Va osservato che la convergenza uniforme della serie di Fourier di una funzio-
ne non é in generale garantita dalla sua sola continuita: esistono anzi funzioni
continue le cui serie di Fourier hanno somma illimitata. Sotto quali ipotesi, dun-
que, si ha la convergenza uniforme? Se f € C' abbiamo verificato il risultato,
ma in realtd basta meno: ad esempio f continua e periodica, e C! a tratti, e
la dimostrazione ¢ analoga. Ancora meno restrittiva ¢ la condizione, sufficiente,
che f sia Cper € a-Holderiana per qualche o > 1/2. Ecco una traccia della
dimostrazione:

Passo 1 Bastera mostrare che Y |n|**|c,|* < oo per qualche o > 1/2.
Passo 2 Se f € Cper N C% allora

T dh
/0{/ |f(z+h) — f(2)] da W<+O®

—T
per ogni a < a.

Passo 3 L’integrale sopra riportato, essendo una norma L2, si scrive bene in termini
dei coefficienti di Fourier. Se ¢, sono i coefficienti di f, quelli di f(z + h)
(come funzione di = per h fissato) sono c,e™", e quindi

/W|f(;c+h) Fa |da:—2772|c inh=1)

U

Passo 4 Dai due precedenti segue che

in 2 dh
°O>/O 27TZ|C ") hl+2a =

dh
in 2 2
—zwz|cn| / (€ > 9 Zlnl e

Se le stesse ipotesi sono valide a tratti, vale il teorema di Dirichlet, secondo
il quale la serie di Fourier converge puntualmente alla funzione in ogni punto in
cui questa sia continua, e alla media aritmetica tra i limiti destro e sinistro dove
non lo é.

Un teorema molto difficile, e relativamente recente, mostra che se f € L2
la sua serie di Fourier converge alla funzione stessa quasi ovunque. Questo
non segue dalla convergenza L2, la quale implica soltanto la convergenza quasi
ovunque a f di una sottosuccessione delle somme parziali.

Puo essere utile tenere a mente che puod essere costruita anche una serie
di Fourier reale, i cui termini sono seni e coseni di nx per n non negativo.
Questo risultato puod essere ottenuto a partire dalla serie di Fourier complessa,
ma ¢ anche possibile mostrare che una costante (normalizzata) e le funzioni
indicate formano una base dello spazio di Hilbert reale L2 ([—m,]). Anche qui
i coefficienti della serie saranno ottenuti per mezzo del prodotto scalare, ma i
conti saranno meno agevoli.
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